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1 Grundlagen

1.1 Die gebriuchlichsten Zahlenbegriffe

e Natiirliche Zahlen IN , N,

* Ganze Zahlen Z , Erweiterung der natiirlichen Zahlen um die negativen ganzen Zahlen

* Rationale Zahlen Q , Division zweier ganzer Zahlen

* Irrationale Zahlen IR\Q , (lies: die Menge der reellen Zahlen abziiglich der Menge der
rationalen Zahlen)
unendliche, nichtperiodische Dezimalzahlen, nicht als Bruch zweier ganzer Zahlen
darstellbar, entweder algebraisch (z.B. 2 ) oder transzendent
(z.B. 1 und die Eulersche Zahl e )

* Reelle Zahlen IR |, rationale und irrationale Zahlen

* Komplexe Zahlen C , Erweiterung der reellen Zahlen um den Imagindrteil i , mit

i=V-1

1.2 Indizierung von Variablen

1.2.1 Einfachindizierung

Oft werden Variablen mit einem Index versehen. Dies ermdglicht die eindeutige Zuordnung von
Daten.

Beispiel:
laliel) I1={j,..,n| I€N
J=1 = [ai|i61}:a1’a2’a3’a4’a5’a6’a7’a8’a9’a10
n=10

Die Variable a; kann hier also 10 verschiedene Werte annehmen.

1.2.2 Doppelindizierung

Insbesondere in Datenmatrizen und Doppelsummen werden die Elemente mit einer
Doppelindizierung versehen.

Beispiel:

lajliel, jeJ) I,JEN
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a;; a;, dpj
= A; =14y Ay Ay

as ds a4z

Analog sind Mehrfachindizierungen a,, zu verstehen.

ijk

1.3 Summen- und Produktzeichen

1.3.1 Summenzeichen

Das Summenzeichen z steht als Wiederholungszeichen fiir die fortgesetzte Addition:

n
a,ta,, ta,, ,+..ta, +a, :ZZ a,, nxzm,n€”L

i=m

Dabei ist:

* i der Summationsindex

* m die untere Summationsgrenze
* n die obere Summationsgrenze
* a, das allgemeine Summenglied

Rechenregeln fiir Summen:

n

Z a=ata+t..ta=na
. | —

=1 n—mal

n n
z ca;=catca +.. +can=c-(ak+...+an)=c'z a,
=k =k

Doppelsummen:

n o
Y > a,=ay+aptaptta,taytedytota,tta

i=1 j=1
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1.3.2 Produktzeichen

Das Produktzeichen steht als Wiederholungszeichen fiir die fortgesetzte Multiplikation:
ak-akﬂ-ak”---anfl-an:ZHa[, nzk, k,nezZ .
i=k

Dabei ist:

* i der Multiplikationsindex

* k die untere Multiplikationsgrenze
* n die ober Multiplikationsgrenze
* a, das allgemeine Glied

Rechenregeln fiir Produkte:

n n
n
[Tea=c"]1q,
i=1 i=1

[Tab=TayI18)

i=

fir a,=b, giltalso l_Ial.z:(l_[ai)2
i=1

i=1

1.4 Elementare Rechenoperationen

1.4.1 Multiplikation und Binomische Formeln

Fakultit:

Fakultdt schreibt man als Produkt folgendermaf3en
n! :H i und steht fiir das Produkt der ersten 7 natiirlichen Zahlen.
i=1

n!=1-23-..-(n—1)n

Binomische Formeln:

(a+b)=da’+2ab+b’
(a—b)=a’—2ab+b’
(a+b)(a—b)=d’—b
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1.4.2 Division und Briiche

Ein Bruch ist der Quotient % it a,b€Z und b#0 ; a heillt Zdhler, b Nenner.

Erweitern und Kiirzen eines Bruches:

af_a

b~y oMt @ bEZ, fERb, [0 und 49-9=2 mit

a, beZ, geR,b, g#0
111 Nicht in Differenzen und Summen kiirzen!!!

Multiplikation und Division von Briichen:

c_ac 404,
d bd b d

SIS

Addition von Briichen:

I+

LCc_azxc g_'_gza-d_'_c-b:a-dic-b
~b b T T db T bd

,mit b-d als Hauptnenner

SRS
o>

1.5 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

1.5.1 Potenzen

Das n-fache Produkt einer Zahl mit sich selbst ergibt die n -te Potenz dieser Zahl:

a-a-a-..-a=a" ,mit a alsBasisund n als Exponenten
i
n—mal

Wichtige Idenditéten:

X =1—n und x’=1
X

Potenzgesetze:

Fiir eine beliebige Basis x, y€R\|0] und p,q€Q gilt:

x J—
P p R (xp)q_ pq
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1.5.2 Wurzeln

i ;:x””, x>0,n€N ,mit x als Radikantund # als Wurzelexponenten.

Fir xeR’,neN und me€Z gilt: Vx"=x"

Wurzelgesetze:

Fiir beliebige x, y>0,n, m€EN und p,qeQ gilt:

pm+qn

n/ m x™ _ ""\1/ pm+qn
n m—qn
¢ P+ xi= \/ xPme

5]
JXEF

-l

1.5.3 Logarithmen

Ist ay:x(a€|R+\[1},'xEIR+,'y€IR) ,s0 heiBt y=Ilog,(x) Logarithmus von x zur Basis
a

Anmerkungen:

1. Logarithmus ist ein Synonym fiir Exponent.
2. Der Potenzwert x in a’=x heilit auch Numerus.
3. Der Numerus muss stets positiv sein, denn es gibt zu einer positiven Basis a keine

Hochzahl, so dass die entstehende Potenz Null oder negativ wird.

Alternative Definition:

Der Logarithmus von x zur Basis a ist derjenige (eindeutig bestimmte) Exponent y , mit
dem man a potenzieren muss, um x zu erhalten.

Haufig verwendete Logarithmen:

Dekadischer Logarithmus, a=10 : log,,x=log x

Natiirlicher Logarithmus, a=e~2.7182... : log, x=Inx
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Logarithmengesetze:

Fiir jede beliebige Basis a eR"\| 1} und die stets positiven Numeri x und y gilt:
log,(xy)=log,x+log, y
log,(x/y)=log,x—log,y
log,x"=r-log, x (reR)

log,(1/x)=—log, x
log,(Vx)=log,x""=1/nlog,x

Speziell gilt:

log10"=x
Ine*=x

1.6 Elementare Kombinatorik

1.6.1 Permutationen und Fakultéit

Jede mogliche Anordnung von n verschiedenen Elementen, in der alle Elemente verwendet
werden, heilit Permutation P, dieser Elemente.

Die Anzahl der Permutationen ergibt sich aus:

P,=n! sprich: n-Fakultét

1.6.2 Variation

Jede mogliche Anordnung (mit Beriicksichtigung der Reihenfolge) aus je & von n Elementen
heiBt Variation V* dieser Elemente.

Fall 1: ohne Wiederholung (ohne Zuriicklegen)

n!

1.6.3 Kombination

Jede mogliche Anordnung (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge) aus je & von n Elementen
heiBt Kombination C’ dieser Elemente.
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Fall 1: ohne Wiederholung (ohne Zuriicklegen)

/
C f = (Z ) = (n—}l/lcw sprich: n liber k (Binomialkoeffizient)

Fall 2: mit Wiederholung (mit Zuriicklegen)

Cl=
" k

n+k—1)

1.7 Grundziige der Mengenlehre
1.7.1 Begriff der Menge

Eine Menge ist ein Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte unserer
Anschauung oder unseres Denkens. Die Objekte heillen Elemente der Menge.

Ist ein Objekt a Element der Menge A , so schreibt man a€A4
Ist ein Objekt b nicht Element der Menge A , so schreibt man b¢&A
Objekte einer Menge beschreibt man durch Aufzéhlung der Elemente in geschweiften Klammern

[} oder durch Beschreibung der erforderlichen Eigenschaften
M ={x|x hat die Eigenschaft E |

1.7.2 Weitere Definitionen

* Grundmenge €) : Alle Elemente fiir eine bestimmte Betrachtungsweise.
e Leere Menge || :(auch @ )enthilt keine Elemente.
» die Mdchtigkeit ist die Anzahl n(A4) der Elemente einer Menge.

* Gleichheit von Mengen: Zwei Mengen sind einander gleich ( 4= B ) wenn jedes Element
aus 4 auch Element von B und zugleich jedes Element von B auch Element von A ist.

* Teilmenge: Ist jedes Element von A auch ein Elementvon B ,soist 4 eine Teilmenge
von B
( AcB ).Fiiralle Mengengilt: {}cA4, AcA

* Komplementirmenge: M=(x|xgM Ax€Q| ist Komplementzu McQ . Esgilt:
¢ g

M=M, B=Q, Q
* Potenzmenge: Die Menge aller Teilmengen von A4 heiflt Potenzmenge von 4

P(4 )={x | xCA} . Die Méchtigkeit der Potenzmenge einer endlichen Menge A4 (mit
n(d)=m ). n(P(4))=2" .
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* Zerlegung einer Menge: Eine Menge Z von nicht leeren Teilmengen von A4
( Ze€Z, i=12..,nmit Z,c A )heilit Zerlegung von 4 , wennjedes a€A in genau
einer Teilmenge Z, liegt.

1.7.3 Mengenoperationen

e Durchschnitt (Schnittmenge): AN B={x|x€ AAx€B] Menge aller Elemente die sowohl in
A alsauchin B enthalten sind.

Ist der Durchschnitt zweier Mengen 4 und B leer( ANB=4 ),soheiBen A und B
disjunkt (elementfremd).

* Vereinigung: AU B=|x| x€EAVx€EB| Menge aller Elemente, diein 4 oderin B oder in
beiden enthalten sind.

*Differenz von Mengen: A\B=|x|x€ AAx%B| Menge aller Elemente von A , die nicht in
B enthalten sind.

1.7.4 Produkte von Mengen:

n-Tupel:

Essei n eine natiirliche Zahl und a, ,a, scien, nicht notwendig verschiedene Elemente
gewisser Mengen. Die Darstellung (a],”_, a,) heiBt ein aus diesen Elementen gebildetes n-Tupel

und a, , i=1,..,n seine i-te Koordinate.

Fir n=2 spricht man von einem geordnetem Paar, fiir n=3 von einem Tripel, fiir n=4 von
einem Quadrupel etc.

Kartesisches Produkt:

Das kartesische Produkt (A4XB) zweier Mengen 4 , B ist die Menge aller geordneten
Paare (a,b) mit a€A und hEB

AXB=|(a,b)lac ANbEB)

Fiir das kartesische Produkt gilt das Kommutativgesetz nicht: AX B# BXA4

Formelsammlung Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler
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2 Grundlagen der linearen Algebra

2.1 Vektoren

Elemente des kartesischen Produktes IRXIRXIRX...XIR=IR" nennt man Vektoren:

x=|*2| st Spaltenvektor.

Analogist x'=x '=(x, X, ..., x,) ein Zeilenvektor. Hierbei bezeichnet x' oder x" die
Transponierte von x . Beim Transponieren werden also Zeilen und Spalten des Vektors
vertauscht.

Zwei Vektoren x, yeRR" sind gleich x=y wenn alle Komponenten gleich sind
(x=y,, i=1,..,n)

Vektoroperationen

Multiplikation eines Skalars ¢€R mit einem Vektor x€IR"

c X,
c X
C.x: 2
cr X,

Summe zweier n-dimensionaler Vektoren x und y

2.2 Matrizen

Logische Erweiterung des mathematischen Objektes Vektor: Reiht man Spaltenvektoren gleicher
Dimension nebeneinander (oder Zeilenvektoren gleicher Dimension untereinander) an, so ergibt
sich eine Matrix der Dimension nXm
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Axiomatische Definition der Matrix als eigenstindiges mathematisches Objekt:

Die Zusammenfassung von nXm reellen Zahlen aUEIR mit i=1,...,n und j=1,...,m zu
einem rechteckigen (n-m) -Tupel nennt man Matrix A(xm) - Siebesitzt n Zeilenund m
Spalten. Ihre Dimesinon ist deshalb 7 Xm

Vektoren sind daher spezielle Matrizen mit Dimension (1Xm) oder (nXx1)

2.2.1 Ordnungsrelationen fiir Matrizen

Daein n -dimensionaler Vektor definitionsgemil eine (nX1) -Matrix ist, miissen die fiir
Vektoren definierten Ordnungsrelationen analog auch fiir Matrizen gelten:

Zwischen den beiden (nXm) -Matrizen A und B gelten die folgenden Beziehungen:

A=B©aij=b[j firalle i=1,...,n und j=1,..,m ;
A>B©aij>b[j firalle i=1,...,n und j=1,...,m ;
A=zBea;>b, firalle i=1,..,n und j=1,..,m

Entsprechendes gilt natiirlich fiir die Operatoren < und =<
Analog zu positiven und negativen Zahlen spricht man von
e positiven Matrizen, wenn alle Komponenten echt grof3er Null sind, und von

* negativen Matrizen, wenn alle Komponenten echt kleiner Null sind.

2.2.2 Matrizenoperationen

Multiplikation mit einem Skalar

Eine Matrix A wird mit einem Skalar & multipliziert, indem alle Komponenten mit &
multipliziert werden:

C=kA & cyzk-a” furalle i=1,...,n und j=1,...,m

Addition (Subtraktion) von Matrizen

Zwei (nXxm) -Matrizen 4 und B werden addiert (bzw. subtrahiert), indem die

entsprechenden Komponenten @, und b, addiert (bzw. subtrahiert) werden:
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CzAiB@cij:aijibij furalle i=1,...,n und j=1,...,m

Voraussetzung fiir die Addition (bzw. Subtraktion) ist dieselbe Dimension beider
Matrizen!

Rechenregeln:
A+B=B+A (Kommutativgesetz)
(A+B)+C=A+(B+C) (Assoziativgesetz)

k(A+B)=k A+k B (Distributivgesetz)

Matrixmultiplikation

Das innere Produkt von zwei (nx1) Vektoren x , y

x'y=2, xy=y'x

i=1
Das Ergebnis ist ein Skalar, welches als eindimensionaler Vektor interpretiert werden kann.
Die Matrixmultiplikation ist durch die Multiplikation von Vektoren gegeben. Das erste Element der

ersten Zeile von A-B  ergibt sich aus dem inneren Produkt der ersten Zeile von A4 und der
ersten Spalte von B

m m
011=Z a,;-b,, bzw. allgemein: c,dzz a, b,
=1 i=1

Multiplikation A4-B ist nur dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten von A4 der Anzahl der
Zeilen von B entspricht (Konformitit).

Regeln zur Matrixmultiplikation (Konformitét vorausgesetzt):

(AB)C=A(BC) (Assoziativgesetz)

(A+ B)C=AC+BC (Distributivgesetze)
A(B+C)=AB+AC

Das Kommutativgesetz gilt fiir Matrixmultiplikation nicht. Im allgemeinen sind die Produkte
A-B und B-A unterschiedlich (falls sie iiberhaupt in beide Richtungen durchfiihrbar sind).

Sprechweise:

e Multiplikation der Matrix 4 mit B vonrechts: A-B (Postmultiplikation)
* Multiplikation der Matrix A mit B von links: B-A (Prdamultiplikation)
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Potenz einer Matrix

Fiir eine quadratische Matrix A4 bestimmt man die nichtnegative, ganzzahlige Potenz wie folgt:

A"=A4-4--+A4 mit n>0

n-mal

Speziell gilt fir A'=E .

Fiir die Matrixpotenzen gelten die tiblichen Rechenregeln fiir Potenzen reeller Zahlen.

Division von Matrizen

In der allgemeinen Form A/B nicht definiert!

In Analogie zur Division zweier reeller Zahlen a und b (b#0)
alb=a-b~" moglich.

Transponieren einer Matrix

Bei Vektoren: Spaltenvektor x = x'=x' Zeilenvektor.

Verallgemeinerung auf Matrizen: Spalten von A werden zu Zeilen von A '=A"

A =>4

(nxm)  (mxn)

Regeln zum Transponieren von Matrizen:
(4')'=4
(A+B)'=A'+B’

C =(AB)'=B' A’

(kxn)  (nxm)(mxk) (kxm)(mXn)

2.2.3 Besondere Matrizen

Quadratische Matrizen

Eine Matrix A heiit quadratisch von der Ordnung # , wenn ihre Zeilenzahl gleich ihrer
Spaltenzahl ist, d.h. ihre Dimension gleich (nXn) ist.
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Null-Matrix

Die Nullmatrix spielt bei der Addition dieselbe Rolle wie die Zahl Null bei der Addition von
Zahlen. D.h. es gilt: A+0=A . Jede mit der Null-Matrix multiplizierte Matrix wird ebenfalls zur
Nullmatrix.

Einheitsmatrix

Quadratische Matrizen deren Hauptdiagonale nur aus Einsen besteht und alle anderen Elemente
gleich Null sind:

1 0 0
E =010
(nX n) : : :
0 0 - 1
Eigenschaften von E : A E =4A=E - 4

(n><m) (m><m) (n><n) (n><m)

Einheitsmatrizen spielen in der linearen Algebra eine vergleichbare Rolle wie die Zahl 1 in der
(skalaren) Algebra.

Symmetrische Matrizen

Eine Matrix A heilit symmetrisch wenn sie quadratisch ist und es gilt A4'=A und daher
a.=da .. .
y Jt

Fiir eine beliebige Matrix B gilt B'B und BB’ sind stets symmetrisch.

Diagonalmatrizen

Eine quadratische Matrix D der Ordnung n , deren Komponenten aullerhalb der
Hauptdiagonalen gleich Null sind nennt man Diagonalmatrix:

Formelsammlung Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler 15



Die Inverse einer Matrix
Die Inverse eine quadratischen Matrix A  besitzt die folgenden Eigenschaften:
-1 -1
A-A =4 -A=E .
» Fiir die Existenz der Inversen einer Matrix ist es eine notwendige aber nicht hinreichende
Bedingung, dass die Matrix A4 quadratisch ist.
* Besitz A eine Inverse heilt A reguldr, anderenfalls singuldr.
Eigenschaften fiir reguldre Matrizen A und B
(A7) '=4
(AB)'=B'4"

(4)"=(47")
2.3 Lineare Gleichungssysteme

Ein System von n  Gleichungen mit m Variablen x, x, ...,x, der Form

m

a, x,+a,x,++a,, x,=b,
a, X, ta,x,+-+a,, x,=b,
a, x +‘a,x,++a, x =b,

heiBit lineares Gleichungssystem (LGS).

Sind alle Koeffizienten b, mit i=1,...,n gleich Null, so nennt man das System
homogen, andernfalls inhomogen.

Das LGS kann kompakt wie folgt in Matrizenform geschrieben werden:
Ax=b

Dabeiist 4 die (gegebene) (nxXm) -Koeffizientenmatrix:

ay o dip
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und b der (bekannte) n -dimensionale Vektor der ,,rechten Seite”:

Der Begriff der Losung eines LGS:

Jeder Vektor X=(x, x,..,x,)" ,firden Ax=b gilt, heifit Losung des LGS. D.h. setzt man

fiir den (unbekannten ) Vektor x den konkreten Losungsvektor X ein, so miissen alle
Gleichungen als Identitét (linke Seite = rechte Seite) erfiillt sein.

Die Gesamtheit aller Losungen eines LGS wird als Losungsmenge L :{x|A x:b} bezeichnet.
Die Losung kann leer sein (d.h. es gibt keine Losungen), genau ein Element besitzen (d.h. es
existiert eine eindeutige Losung) oder aus unendlich vielen Elementen bestehen.

Ein inhomogenes LGS besitzt genau dann eine eindeutige Losung wennes n=m gilt, also wenn
es genauso viele Gleichungen wie unbekannte Variablen gibt und alle »n Gleichungen von
einander linear unabhéngig sein, das heif3t es diirfen keine redundanten Informationen vorkommen.

Die Losung kann unter anderen mittels der Cramerschen Regel, der Matrixinversion oder dem
Gaufschen Algorithmus ermittelt werden.

Gaullscher Algorithmus (Alternative Bezeichnung: Gaufssche Elimination.)

Universell einsetzbarer Algorithmus.

Vorgehensweise:

Ausgangspunkt ist die erweiterte Koeffizientenmatrix ~ (A|b) . Anwendung elementarer
Zeilenoperationen (Vertauschen zweier Zeilen; Ersetzen einer Zeile durch die Summe dieser Zeile
und einer weiteren Zeile; Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl) mit dem Ziel, den oberen
quadratischen Teil von A4 auf eine Einheitsmatrix zu reduzieren.

Anmerkungen:

* Das Verfahren ist fiir beliebige (nXm) LGS'e anwendbar.

*  Kommt es wihrend der Durchfithrung des Algorithmus' zu Widerspriichen, so besitzt das
LGS keine Losung.
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3 Funktionen
Definition: Abbildung oder Funktion:

Seien X ,Y Mengen. Eine Vorschrift f ,diejedem x€X genau ein zuordnet, heiflt
Abbildung oder Funktion von der Menge X indie Menge Y . Wir schreiben:

fi XY oder elementweise x€EX— f(x)=yeY
Die Menge aller Werte, die fiir x zugelassen werden, heiBt Definitionsbereich D( f) der

Funktion. Die Menge der Werte, die y= f(x) annimmt, heiBt Wertebereich W (f) der
Funktion.

3.1 Eigenschaften von Funktionen

Definition: Gleichheit von zwei Funktionen

Zwei Funktionen f(x) und g(x) heiBen gleich, wenn D(f)=D(g) und f(x)=g(x) fir
alle xeD .

Definition: Beschrdinktheit von Funktionen
Sei f(x) eine Funktion in ihrem Definitionsbereich D( ) .Dann heifit f nach oben

beschrdnkt, falls es eine reelle Zahl k€R gibt, so dass fiiralle x€D(f) gilt: f(x)<k ;
analog heift f nach unten beschrinkt falls es ein k€R gibt mit f(x)>k fiir alle

x€D(f)

Eine Funktion f heilit beschrdnkt, wenn f sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt
ist.

Definition: Monotonie

Sei I€R einIntervallund f:7—R eine Funktion. Dann heifit f (x)
* streng monoton steigend, falls fir alle x, x,€l gilt:
x,<x,= fx)<flx,) ;
* streng monoton fallend, falls fir alle x, x,€/l gilt:
X, <x,= f(x)>f(x,)
* monoton steigend, falls fiir alle x, x,€l gilt:
xy<x,= fx)<f(x,)
* monoton fallend, falls fir alle x, x,el gilt:

x1<x2:>f(x1)2f(x2)
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Definition: Umkehrfunktionen

Eine Funktion y= f(x) mit x€D(f) , y€W(f) heiBt ecineindeutig, wenn es zu
jedem y genaueinen Wert x gibt.

Zur eineindeutigen Funktion y= f(x) existiert eine Umkehrfunktion oder inverse Funktion

x=gy)=r"(y) .

Es gilt:

D(f)=w(f) und W(f ')=D(f)

Satz: Sei f eine streng monotone Funktionin D( f) .Dann existiert zu f die
Umkehrfunktion 7~' mit D(f™")=w(f)

3.2 Konvexitit

Definition: konvexe Punktmengen

Eine Punktmenge K wird als konvex bezeichnet, wenn mit zwei Punkten x, x,€K alle Punkte
der Verbindungsstrecke zwischen diesen Punkten in der Menge K enthalten sind.

D.h. es muss fiir alle moglichen Punkte x, x,€K gelten:

Ax,+(1-7A)x,eK fiiralle A€[0,1]

Definition: konvexe und konkave Funktionen
Sei I€D(f) einIntervallund f:/—R eine Funktion. Dann heifit f

a) konvex, falls fir alle x, x,€l mit x,<x, gilt

FIvx+(1-M)x, ] <A f(x,)+(1=2) f(x,) firalle A€[0,1] ;

b) konkav, falls fiir alle x, x,€/ mit x,<x, gilt

fIAx,+(1-2)x,]= N f(x,)+(1=A) f(x,) firalle A€[0,1] .

Eine Funktion f heiflt streng konvex (konkav), wenn stets das Ungleichheitszeichen giiltig ist.
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3.3 Stetigkeit von Funktionen

Definition: Stetigkeit von Funktionen

y=f(x) heiBt stetig an der Stelle a€D(f) genau dann, wenn gilt:

lim f(x)=f(a)

x—a

Ist eine Funktion f:D(f)—IR injedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig, so wird die
Funktion stetig genannt.

Eine Funktion y= f(x) ,dieim Punkt x=a nicht stetig ist, heiBt dort unstetig.

Satz: (Eigenschaften stetiger Funktionen)

Die Funktion f seiim abgeschlossenen Intervall [a,b]€R stetig. Dann gilt:
e f istin [a,b] beschrinkt;

* f nimmtin [a,b] ihrMaximum (f, ) undihr Minimum (f,,) an;

e jeder zwischen f,  _ und f, . liegende Wert wird von f (mindestens)
einmal als Funktionswert angenommen.

min

3.4 Besondere Stellen von Funktionen

Definition: Nullstellen einer Funktion

Sei y=f(x) eine Funktion mit Definitionsbereich D( f) .Der Argumentwert x,ED(f)
heiBt Nullstelle der Funktion f wenn gilt: £ (x,)=0 .

Die Bestimmung der Nullstellen einer Funktion y= f(x) geschieht dadurch, dass man
f(x)=0 setzt und die sich dafiir ergebende Gleichung nach x aufldst. Graphisch entsprechen
die Nullstellen einer Funktion ihren Schnittpunkten mit der Abszisse.

Ein direktes Auflosen der Gleichung £ (x)=0 ist nur in wenigen Fillen moglich! Ausweg:

Nullstellenbestimmung mit Hilfe eines Ndaherungsverfahrens (z.B. Newtonverfahren). Diese sind
allerdings nicht Bestandteil dieser Vorlesung.
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Definition: Extrema

Eine Funktion y= f(x) besitzt an einem Punkt x,€D(f) ein lokales oder relatives Maximum,
wenn fiir alle Punkte x des Intervalls /€D(f) ,indemauch x, liegt gilt:

f(xg)>f(x) fiiralle x€I\|x,|
Entsprechend gilt fiir ein lokales oder relatives Minimum:

f(x,)<f(x) fiir alle xEI\{xO}

3.5 Funktionen mit mehreren Variablen

Funktion mit mehreren unabhédngigen Variablen ist eine Abbildung von f:R"—IR

Bisher: f:R—IR
Graph: Tupel (x,y) beschreibt Linien im R

Erste Erweiterung: z= f(x,y) f/:R*>R
Graph: Tripel (x;y,z) beschreibt Flichen im IR’

Allgemein: y=f(x,,x,, ..., x,) f:R"-R
Graph: (n+1) -Tupel (x,,x,,...,x,,») beschreibt Hyperflichen im IR

n+1

Funktionen mit mehreren Variablen nennt man auch oft multivariate Funktionen. Funktionen die
nur von einer Variablen abhingen werden dann univariate Funktionen genannt.

Konvexitdt und Stetigkeit sind analog zu den univariten Funktionen definiert.
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4 Differentialrechnung

4.1 Differenzenquotient und Differentialquotient

Differenzenquotient:

Der Differenzenquotient driickt die Anderungstendenz einer linearen Funktion aus. Bei linearen
Funktionen sind Differenzenquotient und erste Ableitung identisch.

Betrachten Sie die allgemeine lineare Funktion:
f(x)=y=n+mx .

Der Anstieg m  der Funktion ist gegeben durch:

b)) f )y

Definition: Differentialquotient. erste Ableitung

Gegeben sei eine Funktion y= f(x) mit dem Definitionsbereich D( f) . Existiert
fiir einen Wert x,€D(f) der Grenzwert

lim Af(X) — Lm f(xo-l-Ax)—f(xo)
Ax-0 AX  Axs0 Ax

so heif3t dieser Grenzwert Differentialquotient oder erste Ableitung der Funktion [ an der Stelle
x, .Er gibt die Steigung der Funktion an der Stelle £ (x,) an.

Schreibweisen:
dy d f(x)
frixe) 5 y'ixg) 5 vl s odx | dx s
X=X, X=X,
d
dx (x) X=X,

4.2 Die Ableitungsfunktion

Definition: Ableitungsfunktion

Existiert zu einer Funktion y=f(x) injedem Punkt x eines Intervalls [ (mit I€D(f) )
die (erste) Ableitung f'(x) ,soheiBt f (in I ) differenzierbar. Die Funktion f' , die
jedem x€I die zugehorige (erste) Ableitung f'(x) von f zuordnet, heiBt abgeleitete
Funktion von f oder Ableitungsfunktion von f .
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4.3 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Die Beziehung zwischen den wichtigen Eigenschaften der Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer
Funktion regelt der folgende

Satz: Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Ist eine Funktion f im Punkt x, differenzierbar, so ist sie dort auch stetig. Die Umkehrung gilt

nicht.
Aber es gilt: Ist f in x, nicht stetig, so ist sie auch nicht differenzierbar.

Stetigkeit der Funktion f ist somit eine notwendige aber keine hinreichende Bedingung fiir die
Differenzierbarkeit.

Satz:

Eine Funktion f:7/—R istdifferenzierbarin x,€/ , falls die rechts- und linksseitige
Ableitungen von f ander Stelle x, existieren und ilibereinstimmen, d.h. falls gilt:

S 'r(xO):f'l(XO)

4.4 Die Ableitung elementarer Funktionen

1. Die Ableitung der konstanten Funktion f (x)=c(c€R,c=Kkonst.)

* Die konstante Funktion f (x)=c ist iiberall differenzierbar und es gilt:

f'(x)=0 .
2. Die Ableitung der Potenzfunktion f (x)=x"(n€N)
*  Die Potenzfunktion ist iiberall differenzierbar und es gilt: f'(x)=nx"""

3. Verallgemeinerung: Potenzfunktion f (x)=x"(m€Z) und f(x)=x"(reR)

 Die Potenzfunktion f(x)=x" mit meZ und x€R\{0] istiiberall
differenzierbar und es gilt: f'(x)=mx""" .

 Die Potenzfunktion f(x)=x" mit r€R und x€R" ist iiberall differenzierbar
und es gilt: [ '(x)=rx"""

4.5 Ableitungsregeln
1. Konstanter Faktor: y=c- f(x) c=const.
y'=cf'(x)

Formelsammlung Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler 23



Summenregel: y= f(x)xg(x)

Kettenregel: y= f(g(x)) mit y=f(z) alsauBere Funktion z=g(x) als innere
Funktion

y'=f"(z)g"(x)

Verallgemeinerung der Kettenregel: y=f(g(h(x))) mit y=f(z) , z=g(u) und
u=h(x)

y'=f"(z)-g"(u)h'(x)

Ableitung der Umkehrfunktion: Besitzt eine in D differenzierbare Funktion y= f(x)
eine Umkehrfunktion x=f"'(y) ,soist x=/f"'(y) differenzierbar und es gilt:

df'(x) 1 dx 1
= bzw. —=—

dy df(x) dy dy

dx dx

Ableitung einer logarithmischen Funktion: y=Ing(x) mit g(x)>0

(x)

Ableitung einer Exponentialfunktion zur allgemeinen Basis a : y=a" ,fir a>0

v'=a'lna

Verallgemeinerung: y=a*"

g(x)

y'=a®*"g'(x)Ina fiir a€R”
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4.6 Hohere Ableitungen

Definition: Zweite Ableitung

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y= f(x) .Istihre erste Ableitung y'=f"'(x)

ihrerseits differenzierbar, dann heilit f zweimal differenzierbar und die erste Ableitung von
f'(x) heiBt zweite Ableitung der Funktion y= f(x) . Diese Ableitung wird bezeichnet mit

2 2
Zzy oder d;(zx) oder y'" oder f''(x) .
X X

Definition: n -te Ableitung

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y= f(x) .Istdiese n -fach differenzierbar, so kann
die n -te Ableitung von f als (erste) Ableitung der (n—1) -ten Ableitung von f gebildet
werden. Diese Ableitungen werden allgemein bezeichnet mit

dny oder d f<f) oder y" oder f"(x) .

dx dx

4.7 Partielle Ableitungen

Definition: partielle Ableitung
Die Ableitung der Funktion f(x,y,) , y,= konst. Ander Stelle x, ist gegeben durch

lim f(xo+Ax:yo)_f(xo,yo) 5f(X,y)
Ax—0 Ax 6)(

:f,x(xo,yo>

X0, Y0

und wird als partielle Ableitung erster Ordnung von f (x,y) nach x an der Stelle (xo’ Vo)
bezeichnet.

df(x,y)

oy heil3t partieller Differentialquotient.
X

lim f(xo,yo+Ay)_f(xo,yo> Eaf(xr)’)
Ay—0 Ay oy

:f’y(xo,yo)

Xo,Yo

und wird entsprechend als partielle Ableitung erster Ordnung von f (x,y) nach y an der Stelle
(x, ¥,) bezeichnet.

Definition: partielle Ableitung erster Ordnung
Gegeben sei die Funktion z= f(x, y) .Existieren fiir alle Punkte (x,y)€D(f) die
Grenzwerte:

i LAY Y= f(x, ) _0f(x,y)
Ax—0 Ax ox
und
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i Ly +AY)—flx,y) _0f(x,p)
Ay—0 Ay 8y

2

so heilt die Funktion partiell differenzierbar nach x und y . Die partiellen
Differentialquotienten nennt man auch die partiellen Ableitungen erster Ordnung. Man schreibt flir
die partielle Ableitung nach x

0f(x.7) oder

a%f(x,y) oder f'x(x,y) ;und nach y

ox
W) oger 2 f(x,y) oder f7,(x.5)
0y dy '

Definition: partielle Ableitung erster Ordnung — Verallgemeinerung

Gegeben sei die Funktion y=f (xlj ...,x,) .Dieerste Ableitung von f nach einem beliebigen
x,(i=1,...,n) mit x,;= konstant fiiralle j#i heiBt partielle Ableitung der Funktion f
nach x; und wird mit

0f(») 0 :
o oder P flx ...x,) oder f' (x...x,)

i

bezeichnet.

4.8 Hohere partielle Ableitungen

Definition: partielle Ableitung zweiter Ordnung

Gegeben sei eine Funktion mit # unabhdngigen Variablen y= f (xl, ...,X,) und mitden n
partiellen Ableitungen erster Ordnung 0y/dx; , i=1,...,n . Leitet man diese wiederum partiell

nach den Variablen x; , j=1,...,n ab, so erhilt man n® partielle Ableitungen zweiter

Ordnung der Funktion f .
Folgende Schreibweisen werden verwendet:

2 2
0Y  oder —2S oder S (X x,)

0x;0x; 0x;0Xx,

Wird zweimal nach derselben Variable differenziert, schreibt man anstelle von:

2 2

Oy meist; 0 J;
Hessematrix:

Die Zusammenfassung der n° partiellen Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktion
y=f(x, ..,x,) nennt man Hesse Matrix H
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Ox - 0x,0x,
H= :
62)/ 82y
axnaxl a.Xi
Es gilt:
82)/ 82y

= (Youngs Theorem), daher ist die Hesse Matrix stets symmetrisch. Die
0x;0x; 0x;0x

Hesse Matrix hat die Dimension (nXxn) . Auf ihrer Hauptdiagonalen befinden sich die so
genannten direkten partiellen Ableitungen zweiter Ordnung.

4.9 Elastizitaten

Definition: Bogenelastizitt
Gegeben sei die stetige Funktion y= f(x) , dndert man an der Stelle (x, f(x)) die
unabhingige Variable x um A x so gilt fiir die dazu korrespondierende Anderung des

Funktionswertes A f:A f=f(x+Ax)— f(x) .Das Verhiltnis der relativen Anderungen
A flf und A x/x nennt man Bogenelastizitit von f beziiglich x

Af
ey (f x)=5—
X

Die Bogenelastizitit gibt an, um wieviel % sich f* durchschnittlich dndert, wenn die unabhangige
Variable um 1% geéndert wird.

Definition: Punktelastizitdt

Gegeben sei die stetige Funktion y= f(x) .Dann nennt man das Verhiltnis der relativen
Anderungen df/f und dx/x Punktelastizitit von f beziiglich x

df
s(f,x)zdfT .
x

Der Zahlenwert zur Punktelastizitit wird analog zur Bogenelastizitét interpretiert.
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Interpretation der Elastizititen

Wert der Elastizitét Attribut der Funktion
e=0 vollkommen unelastisch
—1<e<0 bzw. 0O<e<l unelastisch
—o<g<—1 bzw. l<e<oo elastisch
g=£o0 vollkommen elastisch

4.10 Polynomiale Approximationen

Um das Arbeiten mit einer komplizierten Funktion zu vermeiden, kann man versuchen, diese
Funktion durch eine einfache Funktion zu approximieren. Die einfachste Form der Approximation
ist die linerare Approximation.

Es gilt fiir univariate Funktionen:

Die lineare Approximation an f um x=x, ist
S (x)~f(x))+ 1" (x,)(x—x,) (fir x inder Ndhe von x, ).

Beriicksichtigt man weitere Ableitungen, kann man eine n-mal Funktion auch genauer als Polynom
n-ten Grades Approximieren. Dazu verwendet man die so genannte Taylor Approximation.

/(%)

n!

f”(xo)
2/

f’(xo)

T (x—x,) 4.+

S (x)~ fxy)+

(x—x,)+

(x_xo)n

4.11 Differentiale und das totale Differential

Das Differential einer Funktion:

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y= f(x) und ihre erste Ableitung y'=f"(x) .
dx sei eine endliche Anderung der unabhingigen Variablen. dy=df(x)=f'(x)dx heiBt (zu
dx gehoriges) Differential der Funktion. dx heilit auch Differential der unabhéngigen

Variablen.

Beachten Sie, dass dx hier keine infinitisimal kleine Anderung von x ist, sondern eine beliebige
Anderung.

Es gilt:

Ay=f(x+Ax)—f(x) istungefihr gleich dy= f'(x)dx ,wenn die Anderung dx
sehr klein ist.
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Das Differential dy der Funktion y=f(x) gibt eine nihrungsweise Anderung des
Funktionswertes an, wenn x um das Differential der unabhéngigen Variablen dx verdndert
wird, hierbei wird die Funktion f (x) mit der Tangente der Funktion an der Stelle x
approximiert.

Fiir Differentiale gelten die tiblichen Differentiationsregeln.

Das totale Differential:

Ubertriigt man die Uberlegungen zur Differentialen univariater Funktionen auf multivariate
Funktionen gelangt man zu dem Begriff des partiellen Differentials.

Gegeben sei eine Funktion y=f(x,,x,,...,x,) mir den partiellen Ableitungen erster Ordnung
of(x,,xy,...x,)0x,, Of(x,,x,,..,x,)l0x,, .., 0f(x,,%,,..,x,)/0x, .Dann heiBt

:8]‘()61 Xy ey X,)

i 0 X;

dy

dx; partielles Differential beziiglich x; , Vi=1,..,n

Die partiellen Differentiale dy, einer multivariaten Funktion geben somit die naherungsweise
Anderung der Funktion y= f(x,,x,,...,x,) an, wenn man eine Variable x, um dx, variiert.

Variiert man gleichzeitig mehrere Variablen, so gibt die Summe der partiellen Differentiale (das
totale Differential) die niherungsweise Anderung der Funktion y= f(x,,x,,..,x,) an:

"0 A F
dy:z f(xl X, xn) dx.

1
i=1 ox;

4.12 Implizites Differenzieren

Univariate Funktionen

Sei g(x,y) eine Gleichung, welche nicht explizit nach y umgestellt ist. Dennoch lisst sich
solch eine Gleichung theoretisch (wenn auch praktisch manchmal nur schwer) nach y umstellen
und so in der Form y=f(x) darstellen. Verzichtet man auf die explizite Dartstellung, so muss
man die Funktion implizit differenzieren. Hierbe fasst man » als unbekannte Funktion von x
auf, so dass die Gleichung g(x, y) folgendermaBen formuliert wird:

g(x, f(x)) (*)

Die implizite Ableitung erhdlt man durch beidseitiges differenzieren von (*) nach x und
umstellen nach [ '(x)

Funktionen mit zwei unabhingigen Variablen:

Gegeben sei eine Funktion von zwei Variablen. Betrachten Sie die Gleichung:
F(x,y)=c ( ¢ isteine Konstante)
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Diese Gleichung stellt eine so genannte Hohenlinie dar (auch Isoquante in der Produktionstheorie
oder Indifferenzkurve in der Nutzentheorie). Sie definiert nun in einem bestimmten Intervall [
eine implizite Funktion y=f(x) von x ,so dass gilt:

furalle x in [/

8F(x,y)

mit #0

F(x. f(x))=c
Jetzt kann man die Steigung der Hohenlinie bestimmen:
OF(x,y)
Flx,y)=c = y'= - a—Fa(;y)
dy

Verallgemeinerung fiir Funktionen mit mehr als zwei abhingigen Variablen:

Betrachten Sie die Funktion F(x,y,z)=c ,wobei ¢ eine beliebige Konstante ist. Diese

Gleichung bestimmt eine Fliache im dreidimensionalen Raum. Es wird angenommen, dass
z=f(x,y) implizit eine Funktion definiert, die fiir alle (x,y) in einem Definitionsbereich
A die Gleichung F(x,y,z)=c erfiillt. Dann gilt:

Flx,y, f(x,y))=c

firalle (x,y) in 4

Dies impliziert die folgende Beziehung fiir die partiellen Ableitungen von z= f(x, y)

F(x,y,z)=c = Oif(ax;y):
of(x,y) _
oy
Allgemein gilt:
F(x1 .,xn,z)—c = g—)zc—
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5 Optimierung
5.1 Kurvendiskussion

5.1.1 Monotonie

Satz: Monotonie differenzierbarer Funktionen
Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y= f(x) . Gilt firalle xelcD(f)
a) f'(x)=0 ,soist f imIntervall I monoton steigend,

b) f'(x)<0 ,soist f imIntervall I monoton fallend.

Gilt f'(x)=0 nur fiir hochstens abzihlbar viele x€1 ,soist f streng monoton steigend bzw.
fallend.

5.1.2 Kriimmungsverhalten

Satz: Kriimmungsverhalten differenzierbarer Funktionen
Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y=f(x) . Gilt firalle y=f(x) :
a) f''(x)>0 ,soist f imIntervall I konvex;

b) f''(x)<0 ,soist f imIntervall I Fkonkav.

5.1.3 Extremwerte

Satz: notwendige Bedingung fiir einen Extremwert

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y= f(x) .Notwendige Bedingung fiir einen
Extremwert der Funktion an einer Stelle x,€D( f) ist das Verschwinden der ersten Ableitung:

f(x o) =0 .
Satz: hinreichende Bedingung fiir einen Extremwert

Die zweimal differenzierbare Funktion y= f(x) besitze an der Stelle x,€D( f) einen
stationdren Punkt (d.h. es gelte: f'(x,)=0 ). Hinreichende Bedingung fiir einen Extremwert in
x, ist,dass f''(x)#0 gilt. Insbesondere besitzt f an der Stelle x,

a) ein relatives Maximum, wenn f''(x,)<0 gilt und
b) ein relatives Minimum, wenn f''(x,)>0 gilt.

Formelsammlung Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler 31



5.1.4 Wendepunkte

Definition: Wendepunkt

Gegeben sei eine Funktion y= f(x) .Eine Stelle x€D( f) heiBt Wendepunkt, wenn die
Funktion links von x eine andere Kriimmung besitzt als rechts von x .
Satz: Wendepunkte einer zweimal differenzierbaren Funktion

Die Wendepunkte einer zweimal differenzierbaren Funktion y= f(x) sind genau die relativen
Extrema der ersten Ableitung f'(x) von f .Es gilt insbesondere:

a) In einem konvex/konkav - Wendepunkt ist ' maximal;
b) In einem konkav/konvex - Wendepunkt ist f ' minimal.

5.2 Optimierung von Funktionen einer Variablen

Die Funktion y=f(x) ( x€D(f) )soll eine differenzierbare Funktion fiir alle x€D( f)
sein. Liegt ein Extremwert x, im Inneren von D(f) so stellt sich das unbeschrinkte
Optimierungsproblem wie folgt dar:

max f(x) min f(x)

X Py

Bedingung 1. Ordnung fiir einen
Extremwert:

f’(xo):()

Bedingung 2. Ordnung fiir einen
Extremwert:

f”(xo><0 f”(xo)>0

5.3 Optimierung von Funktionen mit mehreren Variablen

Sei x=(x, ...,x,) ein Vektor unabhéingiger Variablen und f(x) eine Abbildung von R"—>R .
Optimierungsproblem:

max bzw. [min] z=f(x)

X X

Bedingung 1. Ordnung:

df(x) .
0x, =0
ofix) .
0x =0
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Bedingung 2. Ordnung:

Allgemein gilt:

Die Hesse Matrix H° an der Stelle x° ist

* positiv definit fir ein lokales Minimum;
* negativ definit fir ein lokales Maximum.

Definitheitspriifung erfolgt tiber die Untersuchung der Determinante von H
Dies ist nicht Bestandteil dieser Vorlesung. Daher Beschriankung auf den Fall von zwei

unabhingigen Variablen.

Fiir 2 Variablen gilt:

Ein lokales Maximum liegt vor, wenn:

2 0
L) <o wa SLELESL
0 X 0 X 0 x,

0"/ (x") 2/ (x') _[é‘zf(x") r> .
0x,0x, '

Ein lokales Minimum liegt vor, wenn:

2 0
TL0 g SIS
0 X, 0 X, 0Xx,

0 f(x) &/ (x') _[82f(x°) r> .
0x,0x, '

Ein Sattelpunkt liegt vor, wenn:

O f(x") @£ (x) _[azﬂx") r<o |

dx; dx; 0x,0x,

5.4 Monotone Transformation bei Extremwerten

Sei f(x) mit x:(xl,...,xn) definiert in einem Intervall /<IR" undsei F eine Funktion,
definiert auf dem Wertebereich von f . Die Funktion g seiin [/ definiert durch:

Dann gilt:

Wenn F monoton wachsend istund x° die Funktion f in / maximiert (minimiert), dann
maximiert (minimiert) x’ auch die Funktion g in [/

Die Optimierung einer monotonen Transformation einer Funktion f ist also dquivalent zur
Optimierung von f .
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5.5 Optimalwertfunktion

Motivation: = Hat man bei einem beschrinkten oder unbeschriankten Optimierungsproblem einen
Optimalwert gefunden, so interessiert regelméfig die Frage, wie sich dieser Optimalwert dndert,
wenn sich wichtige Parameter des Optimierungsproblems édndern. Diese Frage wird im Rahmen
einer komparativ-statischen Analyse diskutiert und fiihrt zum Begriff der Optimalwertfunktion.

Der univariate Fall:

Eine Funktion f héngt von einer Variablen x sowie einem Parameter r» ab. Die Funktion
f(x,r) soll beziiglich x optimiert werden:

max (min)_ f(x,7) = x (r)

Setzen wir den optimalen Wert x () in die Funktion f (x,7) ein, erhalten wir die so genannte
Optimalwertfunktion: [ (r)=f(x (r),r) .

5.6 Multivariate Optimierung unter Nebenbedingungen

Beschrinkung auf den Fall von Funktionen zweier Variablen und Nebenbedingungen in
Gleichungsform.

Optimierungsproblem:

max {min z=f(x,y) st glx,y)=c

X,y X,y

Lagrange-Verfahren:

Aus der Zielfunktion z= f(x,y) und der Nebenbedingung g(x,y)—c=0 bildet man mit
einem Multiplikator N (neuer Parameter) die Lagrangefunktion L

L(x,y,N)=f(x,y)-\[g(x,y)—c]

und untersucht diese auf Extrema ohne Nebenbedingungen.

Bedingungen 1. Ordnung:

OL(x,y,0) 0flx,y) ,08(x.y).,

0flx.y)_,08(x,y)

1 ox Ox ox < ox Ox

OL(x.y.») _of(x.y) ,0gx.y)r, _ 0f(x.y)_,0g(x.y)
@ oy oy ey 0 oy oy
3) glx, y)=
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Dies ist leicht auf Funktionen, die von » Variablen abhingen zu iibertragen. Auch mehrere
Nebenbedingungen in Gleichungsform sind analog zu behandeln.

Die Interpretation des Lagrange-Multiplikators

Betrachten Sie das Maximierungsproblem mit einer Nebenbedingung:
max (min) £ (x) s.t. g(x)=b .
Die Optimalwertfunktion in Abhéngigkeit von b ergibt sich zu:

£1(b)=f(x"(b))

Die Anderung der Optimalwertfunktion beziiglich einer Anderung in b ist:

df*(b) _
db =*(b)

Dies zeigt, dass der Lagrangemultiplikator die Anderungsrate der Optimalwertfunktion ist, wenn
sich die Konstante in der Nebenbedingung dndert.

Man bezeichnet A auch als Schattenpreis.
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